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ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. 

       41141111411
2222

zzzzzzzzzzzz

 

122  zz . Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z είναι 

κύκλος με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ=1.  

 

 

Β2. 

Αφού οι εικόνες των μιγαδικών 21 , zz ανήκουν στο κύκλο επομένως 

121  zz .  

Υψώνουμε την δοσμένη σχέση στο τετράγωνο οπότε  

    222
2

21221

2

12121

2

21 zzzzzzzzzzzz  

 10211 12211221  zzzzzzzz   

 

Είναι επίσης   
 

2101
1

2

21221

2

12121

2

21  zzzzzzzzzzzz  

Άρα 221  zz  αφού 021  zz . 

Β3. 

 

Θέτουμε yixw  .  

Επομένως,  

 144361612641255125 22 yxyixyixyixww  
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1
49

22


yx

. 

Συνεπώς ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών w  είναι έλλειψη με 

2,3  a , 5549222    και εστίες    0,5,0,5  . 

Η μέγιστη τιμή του w  είναι α=3 ενώ η ελάχιστη είναι α=2. Επομένως είναι και 

32  w . 

 

Β4. 

 

 
1

ος
 τρόπος 

 

Γεωμετρικά έχουμε, 

Η μέγιστη τιμή του wz   είναι 431  a  και η ελάχιστη  τιμή του  είναι 

112   . 

 

Άρα 41  wz  

 

2
ος

 τρόπος 

 

Είναι  1433232  zwzzwzw . 

Επίσης είναι  232332 zwzzww  

12  wz  και άρα  20 wz . 

Τέλος είναι και  3313232  zwzzwzw  

 

Από τριγωνική ανισότητα και τις σχέσεις (1), (2), (3) έχουμε, 
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     

41
3,12

 wzwzwzzwwzwzwz . 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Η συνάρτηση f  είναι συνεχής και δύο φορές παραγωγίσμη στο  ,0  με 

  .
1

1ln
1

ln
x

x
x

x
xxf 


  Προφανής ρίζα η 1x  αφού   01 f . Είναι 

  0
11

2


xx
xf  και επομένως η συνάρτηση f   είναι γνησίως αύξουσα. Το 

πρόσημο της συνάρτησης f   είναι για    11 fxfx
f




 άρα   0 xf , ενώ 

για    11 fxfx
f




 είναι   0 xf . 

 

 
 

Επομένως η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,0  και γνησίως 

αύξουσα στο  ,1 . Η συνάρτηση παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση  1x  το 

  11 f . 

 

Είναι     
 

11ln1limlim
00

xxxf
xx

.  

Επίσης        


11ln1limlim xxxf
xx

 

Επομένως είναι         




,1lim,1
0

1 xfff
x

f

 και 

        




,1lim,12 xfff
x

f

, 

 

 άρα το σύνολο τιμών είναι     ,1Af . 

 

 

Γ2. 
 

Η εξίσωση γίνεται, 

  

      2012201312013ln1lnln 2013120131   xfxfxxexex xx

Αφού το  12012  f  και η συνάρτηση f  γνησία μονότονη στο 1  τότε η 

εξίσωση   2012xf  έχει μοναδική ρίζα στο 1 . Ομοίως η εξίσωση 



 

4 

 

  2012xf  έχει μοναδική ρίζα στο 2 . Άρα η εξίσωση 20131 ex x   έχει 

ακριβώς δύο θετικές ρίζες. 

 

 

Γ3. 

 

Θεωρούμε την συνάρτηση     0,2012  xeexfxh xx . 

 

Η h συνεχής στο  21 , xx  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

Η h  παραγωγίσιμη  στο  21 , xx  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

      xxx eexfexfxh 2012 . 

 

 

 

Είναι και  

    0201220122012 1111

11 
xxxx

eeeexfxh  και  

    0201220122012 2222

22 
xxxx

eeeexfxh  

 

Άρα από το θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον  210 , xxx  , έτσι ώστε 

          201220120 00000
000  xfxfeexfexfxh

xxx  

 

 

Γ4. 

 

 

Είναι       0,ln11  xxxxfxg  

 

Λύνουμε την εξίσωση     0ln10ln10  xήxxxxg  άρα 

11  xήx . Οπότε 1x . 

 

 

Για κάθε 1x είναι 0ln x  οπότε     0ln1  xxxg  στο  e,1 . 

 

Επομένως το ζητούμενο εμβαδόν είναι, 

 

       
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ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. Θεωρούμε τη συνάρτηση    
e

xx
dttfxg

xx 21

1

2


 



. Η συνάρτηση f είναι 

συνεχής άρα ολοκληρώσιμη. Επομένως η    
x

dttfxh
1

 είναι παραγωγίσιμη, 

άρα η   12  xxh  είναι παραγωγίσιμη σαν σύνθεση παραγωγίσιμων με 

    1211 22  xxxfxxh . 

 

Είναι    1gxg   για κάθε 0x . Άρα η συνάρτηση g παρουσιάζει τοπικό 

ακρότατο στο 10 x . Το 1 εσωτερικό σημείο του   ,0gA . Η συνάρτηση g  

είναι παραγωγίσιμη με     
e

x
xxxfxg

21
1212 
 . Επομένως από 

θεώρημα Fermat είναι      
e

f
e

fg
1

10
1

101  . 

Επειδή η f είναι συνεχής στο  ,0  και   0xf  για κάθε 0x , τότε η 

συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  ,0  και αφού   0
1

1 
e

f , 

τότε   0xf  για κάθε 0x . 

 

Θεωρούμε την συνάρτηση s  με τύπο   0,ln  xxxxs . Η συνάρτηση 

s είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με  
x

x

x
xs




1
1

1
 

 

 
 

     x  

       

0       1                 

s        + 0  -   

      s                      
 

 

Η συνάρτηση s  παρουσιάζει ολικό μέγιστο στη θέση 1 ίσο με   11 s . Άρα 

    01ln1  xxsxs . Επομένως 
 

  0
ln

1












 xfedt

tf

ttx

, άρα 

 
0

ln

1



 edt

tf

ttx

, επομένως  

 
edt

tf

tt

xx
xf

x







1
ln

ln
. Άρα αφού το δεύτερο μέρος 

είναι πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων η συνάρτηση f  είναι 

παραγωγίσιμη στο  ,0 . 
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Άρα 
   

edt
tf

tt

xf

xx x







1
lnln

. Θεωρούμε τη συνάρτηση  
 

dt
tf

tt
xG

x





1

ln
, 

παραγωγίσιμη με  
 xf

xx
xG




ln
. Οπότε, 

                 








  0exGeexGeexGexGexGxG xx  

 

 
0










 
xe

exG
 για κάθε 0x  και επομένως 

 
  x

x
ceexGc

e

exG



. Για 

1x  είναι   01 G  επομένως 1c  και άρα     eexGeexG xx   με 

 
 

xx e
xf

xx
exG 




ln
. Συνεπώς ο τύπος της συνάρτησης είναι 

    0,ln   xxxexf x . 

Δ2. 

Είναι   



 

x
xx e

xx
xf

ln
limlim

00
 και   0lim

0



xf

x
 

 

Επομένως 
 

0
1

lim
0


 xfx

. 

 

Είναι  
 

 










xf

xf
xf

x

1
lim 2

0
 . Θέτουμε 

 
t

xf


1
. Για  0x  τότε  0t . 

Άρα το όριο γίνεται 

 
 

  0
1

lim
2

1
lim

1
lim

1
lim

0

0

0

..2
0

2
0

2

0


























  t

t

t

tt

tt

t
xf

xf
xf

xHLDxxx


 . 

 

 

 

Δ3. 

 

Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιμη αφού η f είναι συνεχής και επομένως 

ολοκληρώσιμη με    xfxF  .  

Άρα        0

1
1ln

ln 














 

x

x

e

x
xx

xxexfxF  αφού 01ln  xx  

από υπόθεση και 0
1


x
  για κάθε 0x . Επομένως   0 xF  για κάθε 0x , 

και άρα η συνάρτηση F είναι κυρτή και άρα η F   γνησίως αύξουσα. 

 

Η F είναι παραγωγίσιμη στο  xx 2,  και στο  xx 3,2 , Άρα εφαρμόζοντας το 

Θ.Μ.Τ υπάρχουν   xx 2,1   και  xx 3,22   με  
   

x

xFxF
F




2
1  και 
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 
   

x

xFxF
F

23
2


  . Είναι 21    και επειδή η συνάρτηση F   γνησίως 

αύξουσα είναι και  

                 xFxFxFxFxFxFxFFF
x

223232
0

21 


  

 

Δ4. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  

        322 FFxFx   στο   2, . 

 

Η   συνεχής στο   2,  ως πράξεις συνεχών.  

 

Είναι       3FF   και         3222 FFF   

 

Είναι      0 xfxF  άρα η συνάρτηση F είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 . 

Επομένως για     23 FF   και άρα   0 . Επίσης 

        03222   FFF  από το Δ3. 

 

Άρα     02    και επομένως από το θεώρημα Bolzano υπάρχει 

τουλάχιστον ένα   2,  με   0 . Όμως     0 xfx , άρα η 

συνάρτηση  είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0  και επομένως το ξ είναι 

μοναδικό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


