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ΠΑΝΔΛΛΖΝΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ' ΣΑΞΖ΢  

ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ ΚΑΗ ΔΠΑΛ (ΟΜΑΓΑ Β΄) 

ΓΔΤΣΔΡΑ 27 ΜΑΪΟΤ 2013  

ΔΞΔΣΑΕΟΜΔΝΟ ΜΑΘΖΜΑ: ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΘΔΣΗΚΖ΢ ΚΑΗ 

ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΚΖ΢ ΚΑΣΔΤΘΤΝ΢Ζ΢  

 

ΑΠΑΝΣΖ΢ΔΗ΢ 

ΘΔΜΑ Α 

  

Α1. Θεωξία ζρνιηθό ζει.335 

Α2. Θεωξία ζρνιηθό ζει.246 

Α3. Θεωξία ζρνιηθό ζει.222 

Α4. α. Λάζνο 

       β. Σωζηό 

       γ. Σωζηό 

       δ. Λάζνο 

       ε. Σωζηό 

ΘΔΜΑ Β 

Β1.  

2
2 2 2 2 2 2 2 0 2 1 2 2 0z z z z z z z  

2 1z  ή 2 2z  (Απνξξίπηεηαη). Άξα 2 1z  , νπόηε ν γεωκεηξηθόο ηόπνο 

ηωλ εηθόλωλ ηωλ κηγαδηθώλ  z είλαη θύθινο κε θέληξν 2,0  θαη αθηίλαο 1 .  

Ιζρύεη: 2 2 2 2 3z z z  
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Β2.  

Δπεηδή 1 2,z z  ξίδεο ηεο εμίζωζεο 2 0  ηζρύεη: 

1 2 1 1 2 2 1 2z z x y i x y i x x  θαη 1 2y y  

Όκωο 
1 2

1 2 1 2 1 1Im Im 2 2 2 2 1
y y

z z y y y y   

Όκωο 
1 1

2 2 22 2

1 1 1 1 1 1 12 1 2 1 2 1 2 0 2
y

z x y x y x x  

Άξα 1 2z i  θαη 2 2z i  

Από ηνπο ηύπνπο ηνπ Vieta έρνπκε:  

1 2 4 4z z  

1 2. 5
1

z z  

Β3. Έζηω 4 . Έρνπκε 3 2 3 2

2 1 0 2 1 00 .a  Άξα 

3 2 2

2 1 0 2 1 0 .v  Λόγω ηεο ηξηγωληθήο αληζόηεηαο είλαη  

3 2 2

2 1 0 2 1 0 2 2 1 0.  

Από Β1 είλαη 
0 3,  

1 3,  2 3 , άξα 

2 22

2 1 0 3 3 3 3 1 . Η ηειεπηαία γξάθεηαη  

3

3 1
3

1
 (είλαη 1 0  εθόζνλ 4 ) 

3 3
1 3 1v  

4 3
4 3 . Όκωο 

3 3
4 3 4 . Άξα 

4 3
4 4  πνπ είλαη άηνπν. Άξα 

4  

ΘΔΜΑ Γ 

 Γ1.  

'
' 2 2 '2 ( ) . ( ) 1 2 ( ( ) ) ( )f x x f x x f x x x  γηα θάζε x R . Από ζπλέπεηεο 

Θ.Μ.Τ ηζρύεη 
2 2( )f x x x c . Γηα 0x  ηόηε (0)f c  1c .  Άξα 

2 2( ) 1f x x x      (1) 
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Θεωξώ ( ) ( )h x f x x  ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην IR ωο άζξνηζκα ζπλερώλ. Άξα 

2 2( ) 1 0 ( ) 0h x x h x γηα θάζε x R  θαη επεηδή είλαη ζπλερήο, δηαηεξεί ζηαζεξό 

πξόζεκν. Όκωο, (0) (0) 1 0 ( ) 0h f h x  . Από ηε ζρέζε (1) ηζρύεη  

( ) 0
2 2 2 2 2( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

h x

h x x h x x f x x x f x x x   

Γ2. Θα απνδείμω όηη: ( ) 0f x   x IR  

 Αλ 0,x  πξνθαλώο ( ) 0f x  

 Αλ 0,x  2 2 21 1 1 0x x x x πνπ  ηζρύεη. Άξα ( ) 0f x  x IR  

Γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο fog  ηζρύεη:  

/ ( ) / ( )fog g fx A g x A x IR g x IR IR . 

Έρνπκε:  

2
'

2 2 2

1 ( )
( ) 1 0.

1 1 1

x x x f x
f x

x x x
  

Άξα ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζηo R νπόηε θαη 1-1. Ιζρύεη:  

1 1
2

3 ' 23
( ) 1 ( ) (0) ( ) 0 1 0 ( ) 3 3 0 3 ( 1) 0

2

f x
f g x f g x f g x x g x x x x x

0x  ή 1x . Τν πξόζεκν ηεο g’ θαίλεηαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα:  

     x                  1                       0                      

f x  + - + 

f x                                                   

( , 1] (lim ( ),
g

x

g g x
 1

( 1)] ( , ]
2

g . Άξα ε g(x) = 0 δελ έρεη ξίδα ζην ,1 .  

0

( 1,0) (lim ( ),
g

x

g g x


1

1
lim ( )) ( 1, )

2x

g x . Άξα g(x) = 0 δελ  έρεη ξίδα ζην 1,0  

[0, ) [ (0), lim ( )) [ 1, ).
g

x

g g g x


 Δπεηδή ε ηηκή 0 [0, )g  ε ( ) 0g x   έρεη 

αθξηβώο κηα ξίδα ζην[0, ) θαζώο ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Γ3. Θεωξώ ζπλάξηεζε 
0

/4

( ) ( )
4

x

x f t dt f x x . 

0  0 



 

4 
 

Η f είλαη ζπλερήο ζην R θαη 0,
4

x R .  Άξα ε ζπλάξηεζε
0

/4

( )
x

f t dt  είλαη 

παξαγωγίζηκε νπόηε θαη ζπλερήο.   Η ζπλάξηεζε 
4

f x  είλαη ζπλερήο ωο ζύλζεζε 

ζπλερώλ  άξα θ(x) είλαη ζπλερήο ωο δηαθνξά ζπλερώλ.  

Δπνκέλωο ε ζπλάξηεζε θ είλαη  

 ζπλερήο ζην 0,
4

  

 
0

4

0 0f t dt  δηόηη 0f t  

0 1 0
4

f  δηόηη 0f t  

Άξα 0 0
4

. Δπνκέλωο από ην ζ. Bolzano ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

0 0,
4

x  ηέηνην ώζηε 

0

0

0 0 0

/4

0 ( )
4

x

x f t dt f x x . 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1. 

h 0 h 0

1 2
h 0 h 0

f (1 5h) f (1 h) f (1 5h) f (1) f (1) f (1 h)
lim lim

h h
f (1 5h) f (1) f (1 h) f (1)

lim lim 6f (1)   ζρέζε (1)
h h

 
 

γηα ην 1 ζέηω u=5h. Αλ h 0 u 0  

1
u 0

f (1 u) f (1)
lim 5 f (1)

u

5

  

γηα ην 2 ζέηω t=-h. Αλ h 0 t 0  

2
t 0 t 0

f (1 t) f (1) f (1 t) f (1)
lim lim f (1)

t t
  

Άξα f (1) 0 . 

γηα θάζε 
f

0 x 1 f (x) f (1) f (x) 0  

 

γηα θάζε 
f

x 1 f (x) f (1) f (x) 0  
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x             0               1              +∞ 

f΄ - + 

f     

                          min=f(1)  

 

Γ2.  

H ζπλάξηεζε 
f (t) 1

h(t)
t 1

 είλαη ζπλερήο ωο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ (ε f(t) 

είλαη ζπλερήο ωο παξαγωγίζηκε) ζην (1,+∞) θαη α (1,+∞). Άξα ε g είλαη   

παξαγωγίζηκε  

κε: 
ff (x) 1

g (x) 0 επεηδή γηα θάζε x>1 f (x) f (1) 1 f (x) 1 0 θαη x-1>0. Άξα g  
x 1

Έζηω 
x 6 x 5 x 6

x 5
h(x) g(u)du g(u)du g(u)du κε x>1  

 

ε h είλαη παξαγωγίζηκε ωο δηαθνξά παξαγωγίζηκωλ γηαηί ε g(u) ζπλερήο ζην (1,+∞) 

θαη α (1,+∞), x+6,x+5 (1,+∞) 

 

Άξα νη ζπλαξηήζεηο 
x 5 x 6

g(u)du, g(u)du  είλαη παξαγωγίζηκεο.  

 

h΄(x)=g(x+6)(x+6)΄-g(x+5)(x+5)΄= g(x+6)-g(x+5)>0 γηαηί 

 

ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην (1,+∞) θαη x+6 > x+5 άξα g(x+6) > g(x+5). Οπόηε ε h  

 

είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

Ιζρύεη:  

 

2 4

2 4

2

h8x 6 2x 6
2 4 2 4 2 4

8x 5 2x 5
x 0

4 2 2 2 2 2

g(u)du g(u)du h(8x ) h(2x ) 8x 2x 4x x

x 4x 0 x (x 4) 0 x 4 0 x 4 x 2 2 x 2

 

Όκωο γηα x=0 ε δνζκέλε αλίζωζε δελ ηζρύεη. Άξα -2<x<0 , 0<x<2. 

Γ3. Ιζρύεη 
x f (t) 1

g(x) dt,  x (1,+ ) θαη α>1
t 1

 

ε g είλαη παξαγωγίζηκε από Γ2 εξώηεκα κε 
f (x) 1

g (x)
x 1

 

ε g΄ είλαη παξαγωγίζηκε ωο πειίθν παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε  

2

f (x)(x 1) (f (x) 1)
g (x)    (1)

(x 1)
 

Δθαξκόδω Θ.Μ.Τ. γηα ηελ f ζην [1,x], x>1. 

ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην [1,x] (0,+∞). Άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ μ (1,x) 

ώζηε λα ηζρύεη 
f (x) f (1) f (x) 1

f ( )   (2)
x 1 x 1

 γηα ην μ ηζρύεη 1<μ<x θαη ε f΄ είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα.  

Άξα  
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(2) (1)f (x) 1
f΄ 1 f΄ f (́x) 0 f (x) f (x)(x 1) (f (x) 1) 0 g (x) 0

x 1
 

Άξα ε g είλαη θπξηή. 

Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο g ζην ζεκείν κε x0=α είλαη  

ε: y-g(α)=g΄(α)(x - α) 

όκωο 
f (t) 1 f ( ) 1

g( ) dt 0 θαη g (α)=
t 1 1

 

Άξα ε: 
f ( ) 1

y (x )
1

 

όκωο ε g είλαη θπξηή νπόηε ηζρύεη:  

f ( ) 1
g x (x )

1
 γηα θάζε x>1 θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x=α. Άξα ε 

εμίζωζε 
f ( ) 1

g x (x )
1

 έρεη αθξηβώο κία ιύζε ηε x=α. 

Όκωο 
x

α

f(t)-1 f(α)-1
dt= (x-α)

t-1 α-1
 

( ) 1
( 1) ( ( ) 1)( )

1

x

a

f t
a dt f a x a

t
   

Δπνκέλωο ε δεηνύκελε εμίζωζε  έρεη αθξηβώο κηα ιύζε. 

 
 

 

 

 

 

 

 


